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4.1.1 Rappels sur les espaces vectoriels

Un espace vectoriel est un ensemble V non vide dont les éléments

sont appelés vecteurs. Il est muni de deux opérations.

1 L’addition (ou somme) +: V ⇥ V ! V qui associe à deux

vecteurs (u, v) leur somme u + v .

2 L’action · : R⇥ V ! V qui associe à un nombre ↵ et un

vecteur u leur produit ↵u.

Ces opérations vérifient huit règles qui expliquent en gros qu’on

peut calculer comme on a l’habitude de le faire dans Rn
.



4.1.2 Propriétés

On note ici 0R pour le nombre 0 et 0V pour le vecteur nul. Bientôt

le contexte permettant de distinguer nombres et vecteurs, on

oubliera ces indices.

0 est absorbant

On a 0R · u = 0V pour tout u 2 V .

Preuve. On écrit

0R · u = (0R + 0R) · u = 0R · u + 0R · u

par distributivité. On ajoute de part et d’autre l’opposé de 0R · u si

bien que

0V = 0R · u

après avoir utilisé l’associativité de l’addition. ⇤

Or est le zéo de + dans R

· /distributivité



Remarque

L’opposé

On a (�1) · u = �u pour tout u 2 V .

Il su�t de vérifier que u + (�1) · u = 0V ...

D’autres corps de nombres

On peut définir la notion d’espace vectoriel sur d’autres corps.

1 sur les nombres rationnels Q ou sur les nombres complexes C ;

2 sur le corps à deux éléments F2 = {0; 1} avec la règle

d’addition“binaire”1 + 1 = 0.

On ne peut pas le faire sur les entiers relatifs Z ! En général on ne

peut pas réduire les matrices à coe�cients entiers sans passer

soudainement dans Q.



1.3.4 et 4.1.4 Combinaisons linéaires

Définition

Soient
�!v1 , . . . ,�!vp des vecteurs de Rn

. Un vecteur

�!u = �1
�!v1 + · · ·+ �p

�!vp

est appelé combinaison linéaire des vecteurs
�!vi pour 1  i  p.

Définition

Soient v1, . . . , vp des vecteurs d’un espace vectoriel V . Un vecteur

u = �1v1 + · · ·+ �pvp

est appelé combinaison linéaire des vecteurs vi pour 1  i  p.

somme de multiples réels de vectors



1.3.4 Exemples
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Existe-t-il une combinaison linéaire

...des vecteurs
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SuiteDac((2) + 2) - ) = (2)



1.3.5 Résolution de système

On se donne des vecteurs
�!a1 , . . . ,�!an et

�!
b de Rn

.

On construit la matrice augmentée A = (
�!a1 , . . . ,�!an | �!b ).

Remarque

L’équation vectorielle x1
�!a1 + · · ·+ xn

�!an =
�!
b a les mêmes solutions

que le système correspondant à la matrice A.

Point de vue vectoriel

Le vecteur
�!
b est combinaison linéaire des vecteurs

�!a1 , . . . ,�!an si et

seulement si le système représenté par la matrice A est compatible.



4.1.5 Faire du neuf avec du vieux

Définition

Un sous-espace W de V est un sous-ensemble de V contenant le

vecteur nul tel que

(a) Stabilité de la somme : si u, v 2 W , alors u + v 2 W ;

(b) Stabilité de l’action : si u 2 W et � 2 R, alors �u 2 W .

Si W est un sous-espace de V , la somme dans W reste associative,

commutative, etc., l’action reste distributive par rapport à

l’addition, etc., puisque les calculs dans W sont identiques dans V .

Proposition

Un sous-espace vectoriel est toujours un espace vectoriel.

V : espace rectoriel

-

-



4.1.5 Sous-espaces vectoriels

Le plus petit sous-espace de V . C’est le sous-espace nul {0V }.

Le plus grand sous-espace de V . C’est l’espace V lui-même.

Exemples

1 Dans R3
une droite passant par l’origine est de la forme

W = {��!w | � 2 R} pour un vecteur
�!w non nul de R3

. C’est

un sous-espace de R3
.

2 Dans l’espace vectoriel F(R,R) le sous-ensemble des fonctions

continues C(R,R) forme un sous-espace.



Preuves
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4.1.6 Sous-espaces et combinaisons linéaires

Définition

Soient v1, . . . , vk des vecteurs de V . Alors Vect{v1, . . . , vk} est

l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires ↵1v1 + · · ·+ ↵kvk ,

pour ↵1, . . . ,↵k 2 R.

Théorème

Vect{v1, . . . , vk} est un sous-espace de V .

Remarque. Le vecteur nul 0 appartient à Vect{v1, . . . , vk}. Il su�t

en e↵et de choisir tous les coe�cients �i = 0.

0 · v1 + · · ·+ 0 · vk = 0

Convention. Vect{;} = {0}. Sik = 0



Preuve.

Cr
..., Cr, Br , -- , Bat R

Reste à voir la stabilité de + et de l'action
.

· Soient Cate + --- + CRUR , Bere +. --PRWR
deux vecteurs de W = Vective

,
ve]

.
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de +

Cava + Barr +... + Cre +Baredisreaction
(1 + Br(ve +... + Ha + ba)va -> W a

c'est une combinaison linéaire de V1 , -- , Je

· idem por action I



4.1.6 et 1.3.6 Terminologie

Soit V un espace vectoriel et v1, . . . , vk des vecteurs de V . Soit

W = Vect{v1, . . . , vk}. Alors

W est engendré par les vecteurs v1, . . . , vk ;

les vecteurs v1, . . . , vk sont des générateurs de W ;

l’ensemble {v1, . . . , vk} est une partie génératrice de W .

On préfère en général trouver des petites parties génératrices d’un

sous-espace donné. Cette question nous occupera par la suite !



4.1.7 et 1.3.7 Exemples

1 Vect{t2, t} est un sous-espace de P2.

2 Vect{sin x , cos x} est un sous-espace de C(R,R).

3 Dans R4
étudions l’ensemble W des vecteurs
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Meilleure description. Por définition de lasomme
dans R" il s'agit des recteurs de la forme

() +()) +b) + (
O

w = vect() , () , ()] est un sous-espace
deR

.

comme les 10et 3e

= ver()) , ()) rectors sont les
M

reves or pent
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West~plan deR de générateurs .



Suite. (1) + + ( = ) +m))(xm =R)
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j
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1.4.1 Produit matriciel

Soit A une matrice m ⇥ n. Les colonnes de A sont des vecteurs

�!a1 =

0

BBB@

a11
.
.
.

am1

1

CCCA
, . . . ,�!an =

0

BBB@

a1n
.
.
.

amn

1

CCCA
et �!x =

0

BBB@

x1
.
.
.

xn

1

CCCA

Définition

La multiplication matricielle est définie par la formule

A ·�!x = (
�!a1 . . .�!an)

0

BBB@

x1
.
.
.

xn

1

CCCA
= x1 ·�!a1 + x2 ·�!a2 + · · ·+ xn ·�!an

Ainsi le i-ème coe�cient de A ·�!x vaut ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn.

E



Exemple.

On multiplie "ligue par colonne".

( (
1. 1 + 2 . (-2) + 3 . 1

( =3) ( -2) =

4 . 1 + 5 . 2 -2)+ 6 - 1

= (8)
.

Le vector (-2) et solution de suptème d'équations
1

domésous forme matricielle par (2318)
ass a 12 ---

a Q22-- .I )(-
ame



1.4.2 Problèmes équivalents

Théorème

Les problèmes suivants sont tous équivalents. Résoudre :

1 l’équation matricielle A ·�!x =
�!
b

2 l’équation vectorielle x1
�!a1 + · · ·+ xn

�!an =
�!
b

3 le système correspondant à (
�!a1 . . .�!an |

�!
b )

Proposition

L’équation matricielle A ·�!x =
�!
b admet une solution si et

seulement si
�!
b est combinaison linéaire des colonnes de A.

Corollaire

L’équation matricielle A ·�!x =
�!
0 admet toujours une solution.=



1.4.2 Exemple

Nous voulons savoir pour quelles valeurs des paramètres b1, b2, b3

le système suivant a une solution :

8
>><

>>:

x +y +z = b1

�x �y +z = b2

x +y +3z = b3

En d’autres termes nous voulons savoir quand le système suivant

est compatible :
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Résolution.
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